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O�AÛ�§ O�AÛ

What is Computational Geometry?
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O�AÛ�~fµxIwÅ½n

O�AÛ�Ä�2D�.:õ>/

Definition (õ>/)
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½Âµº:vi ,>ei = vi → vi+1;
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O�AÛ�~fµxIwÅ½n

²âxI¯KµArt Gallery Problem

Problem (1973,Klee)

b�²âxI�/¡´��kn�º:�õ>/" ¯I�Süõ���
½´¥wÅ��xIº½õ���±ì�¤k/�º
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êÆ£ãµ�õ>/´P,z�´¥´��:. x�±w�y ,��
ãxy ⊂ P.
¯KC¤´�E:8S = {xi},¦�?�:y ∈ P,�3xiy ⊂ P. ¯:
8S���º

4��4�µ �½õ>/P,Pg(P) = minS(S´�±w���P�
:8),
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1 ≤ G (n) ≤ n. G (n)Ø(½"
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O�AÛ�~fµxIwÅ½n

²âxI½nµArt Gallery theorems

¢���µ

1 ≤ G (n) ≤ n

G (3) = 1,G (4) = 1

G (5) = 1,G (6) = 2

Theorem (Art Gallery theorem)

b�²âxI�/¡´��kn�º:�õ>/,K ��I
�floor(n/3)��½´¥wÅ��xI.

5P1µ�´7�^�µ�3Î/õ>/§I�n/3�´¥"
5P2µ�±��Ù¦�aq½n('X==CXõ>/�>.=�).
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O�AÛ�~fµxIwÅ½n

²âxI½n�y²Fisk(1978)

Fisk,1978.
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3 ÀJÓ�«ôÚ�º:NCSü´¥�±CX¤kõ>/"
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n�¿©½n:nØ

n�¿©½n:�'y²[!

î�à�º:�S��uπ.

Lemma (àº:)

z�õ>/��k��î�àº:"

Lemma (é��)

z�õ>/(n ≥ 4)��k�^é��"

Theorem (n�¿©½n)

z�nº:õ>/�±^é��(n − 3)¿©�(n − 2)�n�/"
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n�¿©½n:nØ

nÚ½n:�'y²[!

n�¿©�éóãµz�n�/½Â��(:(node),zü�k�
�(>¤�n�/½Â�^>ë�ü�(:"

Lemma (éó)

z�n�¿©�éóã´��ä(º:Ý�õ�3).

�ùµõ>/�n���º:bac÷vbc´é��. ¡a��k"

Theorem (MeistersV�½n)

z�õ>/(n ≥ 4)��kü�ØU��ù"

5µn > 2�ä��kü��f(:"

Theorem (nÚ½n)

z�n�¿©�éóã�±^nÚXÚ"
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n�¿©½n:nØ

õ>/�ÎÒ¡ÈO�

Lemma (n�/ÎÒ¡È)

�n�/T�n�º:�
I(a0, a1), (b0, b1), (c0, c1),K2A(T ) = (b0−a0)(c1−a1)−(c0−a0)(b1−a1).

Lemma (o>/�¡È)

�o>

/Q = (a, b, c , d),K2A(Q) = A(a, b, c) + A(a, c , d) =
∑

(xiyi+1− xi+1yi ).

Theorem (õ>/¡È)

�õ>/P = (v0, v1, . . . , vn−1),p´²¡þ?Û�:§K
A(P) = A(p, v0, v1) + A(p, v1, v2) + · · ·+ A(p, vn−1, v0).
AO�IL

«2A(P) =
∑n−1

i=0 (xiyi+1 − xi+1yi ) =
∑n−1

i=0 (xi + xi+1)(yi+1 − yi ).

5Pµ�±í2�n�NÈÚp�üX.�NÈ"
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n�¿©½n:¢y

õ>/µêâÚ(�

:�L«µ��ê|(Ø^(�);tPointi [2]

õ>/L«µVó�Lµ

struct tVertex{int vnum;
tPointi v;
tVertex next,prev; }
tVertex vertices=NULL;

¡È¼êµArea2(a, b, c),AreaPoly2().
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n�¿©½n:¢y

éé��Iµ�ã��

�½õ>/P = vi , �ãs = vivj´é���¿�^�µ

s = vivjÚP�¤k(Ø¹vi , vj)>eØ��

s = vivj3P�SÜ¶

5Pµ�±��O��ã¦�,�N´k�Ø!(R�Ú²1�º)
|^ÎÒ¡È�ä´Ä��(Ø¦�:)

:c3k��ãab�� µleft(a, b, c) = area2(a, b, c) > 0

�ã�����/: �ãcd3�ãab�üý����´¶(�üØn
:���/);

�ã��AÏ�/µn:����:3,���ã¥m¶
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n�¿©½n:¢y

éé��IIµSÜ½	Üé��

�½õ>/P = vi , s = ab´SÜé����äµ

s ua−aa+Úb−bb+�÷/p¶(à]�/)

incone¼êµ|^left¼ê�ä¶

ÏLéé����n�¿©

�½s = vivj�ä´Äé��¶�ä´Ä3SÜ¶

��õ>/C¤ü�§48é��en − 3�é��=�¶

O�þµO(n4). é��O(n2),��O(n),48O(n).
AOµdV�½n§==éé��vivi+2=�§��O(n3)�{
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n�¿©½n:¢y

n�¿©¢yµ��� ear removal

�{µO(n2)

Ð©z�äº:´Ä´�k(ear tip)¶

WHILE n > 3

é����kv2

ÑÑé��v1v3

�Kv2

�#v1, v3´Ä´�k¶

END

5Pµ�±?�Ú\¯�ÝO(n)?
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Chapter 1: 多边形模型

1 多边形剖分
三角剖分
其他剖分

2 凸包

3 Voronoi 图

4 Delaunay 三角剖分

5 若干应用
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多边形剖分 三角剖分

找对角线I：线段相交

给定多边形P = vi , 线段s = vivj是对角线的充要条件：

s = vivj和P的所有(不含vi , vj)边e不相交

s = vivj在P的内部；

注记：可以直接计算线段求交,但容易有错误!(垂直和平行线？)
利用符号面积判断是否相交(不求交点)

点c在有向线段ab的方位：left(a, b, c) = area2(a, b, c) > 0

线段相交一般情形: 线段cd在线段ab的两侧且反之也是；(要排除三
点共线情形);

线段相交特殊情形：三点共线且一点在另一个线段中间；
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多边形剖分 三角剖分

找对角线II：内部或外部对角线

给定多边形P = vi , s = ab是内部对角线的判断：

s位于a−aa+和b−bb+的扇形里；(凸凹情形)

incone函数：利用left函数判断；

通过找对角线直接三角剖分：

给定s = vivj判断是否对角线；判断是否在内部；

切割多边形变成两个，递归找到剩下n − 3个对角线即可；

计算量：O(n4). 对角线O(n2),相交O(n),递归O(n).
特别：由双耳定理，仅仅找对角线vivi+2即可，得到O(n3)算法
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多边形剖分 三角剖分

三角剖分实现：切割耳 ear removal

算法：O(n2)

初始化判断顶点是否是耳尖(ear tip)；

WHILE n > 3

找到一个耳尖v2

输出对角线v1v3

去掉v2

更新v1, v3是否是耳尖；

END

例子：18点多边形（Figure1.27） 代码 tri.c

() October 26, 2011 4 / 28



多边形剖分 其他剖分

多边形的其他剖分

三角化算法的进化：
1911 O(n2), 1978 O(n log n), 1986 O(n log log n)
1991 Chazzelle O(n)

梯形剖分 trapezoidalization：每个顶点用水平线剖分，适当加对角
线。
实现算法：plane sweep o(n log n)

单调分解 monotone
注记：每个单调块可以在线性时间三角化。

凸分解：
应用：扫描字符识别；
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凸包

凸包的定义convex hull

凸集：集合内任两点的线段都包含在集合内。

Definition (集合的凸包H(S))

集合S的凸包由所有集合内所有点的凸组合(
∑

aipi ,
∑

ai = 1, ai > 0)构
成。

等价定义

n维点集的凸包由集合中n + 1个点的凸组合构成；

凸包是包含集合的所有凸集的交（最小的凸集包含集合S);

凸包是包含集合的所有半空间的交。
半空间: 超平面划分的空间的一半，在二维即半平面。

有限点集的凸包是包含点集的最小凸多边形。（面积，周长都最
小，证明？）

平面点集的凸包是所有点构成的三角形的集合并。我们仅考察二维
凸包！！！

应用：机器人行走，形状分析；
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凸包

平面凸包与极端点extreme points

Remark (凸包的边界)

平面凸包是凸多边形，通常由其边界的顶点vertex确定。（组成一个顶
点环路circle)
边界的顶点属于集合S,其中极端点extreme points（严格凸）是凸多边形
的角顶点。给出极端点即得到凸包。
其他内部的点和边上的点不是极端点。

简单算法：

引理：非极端点当且仅当其在某个三角形的内部（含边界）且不是
三角形的顶点。
存在O(n4)算法找出所有非极端点。

极端边：如果集合内每一个点都在某条边的一侧。
存在O(n3)算法找出所有极端边（但可能包含非极端点);
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凸包

礼物包裹算法：Gift Wrapping

Chand,Kapur(1970): 类似于以一根绳环绕礼物盒包装的过程。 找到一
个极端边再逐步找后面的极端边（利用旋转角）。
可以用于任意维的凸包构造，但输出包含非极端点。
算法复杂性：O(n2), 特别输出决定O(nh),其中h是凸包的边数。

1 找到最低点（y坐标）(最右边)，初始极端边为水平线；

2 记为i0,i = i0
3 DO

4 for all j 6= i 计算和前面极端边的夹角θ

5 找到最小角对应点k

6 (pi , pk)为新的极端边。

7 UNTIL i = i0.

三点共线？
推广到三维？

() October 26, 2011 8 / 28



凸包

快速凸包算法：QuickHull

Preparata，Shamos(1985): 类似于QuickSort(Knuth 1973)。 先找两个极
端点(a, b)（比如最左，最右）；再找一个极端点c；去掉三角形abc中的
点， 递推的找(a, c), (c , b). 算法：O(n2)

1 function QuickHull（a,b,S)

2 IF S = ∅ return()

3 ELSE

4 找到c :离(a, b)最远的极端点；

5 构造集合A为(a, c)右边的点集；

6 构造集合B为(c , b)右边的点集；

7 return QUickHull(a,c,A)+(c)+QUickHull(c,b,B)

算法分析：T (n) = O(n) + T (α) + T (β),其中α, β为集合A,B的大小；
最好情形O(n log n),最差O(n2).
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凸包

Graham算法

Graham(1972):最差O(n log n).
基本思想：从两点出发，旋转扫描增加“凸”顶点且去掉凹顶点。
基本算法：

1 找到一个内部点（p）

2 所有点围绕p按逆时针顺序排序，记为p1, . . . , pn
3 初始化堆栈S = (p2, p1) = (pt , pt−1), i = 3

4 WHILE i < n

5 if pi 在(pt , pt−1)的左边；

6 push(pi ,S): pi放入堆S

7 else pop(S): 取出堆的顶点。

8 END

可能的问题：内部点？共线点？
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凸包

Graham算法细节

起点到终点：从一个极端点出发；（从而循环必然中止）
共线点选择：选取最长的点作为极端点；
排序问题：不用atan(),斜率，用符号面积(p0, pi , pj)
基本算法：

1 找到最右边的最低点（p0）

2 所有点围绕p0按逆时针顺序排序，记为p1, . . . , pn （去掉一些共线
点）

3 初始化堆栈S = (p1, p0) = (pt , pt−1), i = 2

4 WHILE i < n

5 if pi 在(pt , pt−1)的严格左边；

6 push(pi , S): pi放入堆S，i + +

7 else pop(S): 取出堆的顶点。

8 END
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凸包

Graham算法的实现和例子: 参见graham.c

main()
{
tStack top;
n = ReadPoints();
FindLowest();
PrintPoints();
qsort( &P[1], /* pointer to 1st elem */ n-1, /* number of elems */ sizeof(
tsPoint ), /* size of each elem */ Compare /* -1,0,+1 compare function
*/ );
printf(”After sorting, ndelete = PrintPoints();
if (ndelete > 0) { Squash(); printf(”After squashing:”); }
top = Graham();
printf(”Hull:”); PrintStack( top ); PrintPostscript( top ); }
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凸包

二维凸包的算法分析：最坏情形

能否找到更好的O(n)算法？

Theorem

任何计算二维凸包的算法的复杂性最坏情形必然是Ω(n log n).

注：O(g(n)) : f (n) ≤ Mg(n)
Ω(g(n)) : f (n) ≥ Kg(n),
特别Θ(g(n)) 同时存在上下界。
解释：

定理：排序算法的下界是Ω(n log n).

任何一个二维凸包的算法可以得到一个排序算法。x → (x , x2)
反之，未知！

结论：二维凸包的算法的下界为Ω(n log n)。
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凸包

可以推广的O(n log n)二维凸包算法

Graham算法不能用于三维：不能角度排序。
增量算法：incremental algorithm 逐点插入

1 初始化凸包H2 = conv(p2, p1, p0)

2 FOR k = 3 : n − 1

3 Hk = conv(Hk−1 + pk)

4 END

分治算法：Divide and Conquer:

1 按x坐标排序所有点；

2 初始化集合A,B各含一半的点；

3 递归计算H(A),H(B)

4 合并H(A) + H(B).

注：合并H(A) + H(B)可以得到O(n)线性速度!
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凸包

从多边形到多面体：三维凸包的相关内容

多面体的边界：多边形曲面，存在拓扑限制。

Theorem

仅仅存在五种正多面体。（Platonic Solids）面数为4，6，8，12，20.

解释：.

设每个顶点有f个面相交，每个面有p个顶点，角为π(p − 2)/p
关键限制：凸多面体在该点的各面角和小于2π.
即f ∗ (p − 2)/p < 2, 即(f − 2)(p − 2) < 4.

Theorem

欧拉数：设简单多面体的顶点数，边数，面数为V ,E ,F ,则
有V − E + F = 2.

注：一般的有g个洞的多面体满足V − E + F = 2− 2g，g成为亏格。证
明参见拓扑书。
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Voronoi 图

Voronoi 图:例子和应用

EXAMPLE (邮局问题)

假定某个区域内有若干邮局（sites），区域内人们都选择最近的邮局投
信，则区域可以划分为 一些子区域。这种划分是基
于sites的Voronoi图。

应用举例

传染病学的起源：1850 英国医生Snow 发现 Cholera 病人集中
于Broad Street的water pump.

社会地理学： 在区域内新开一个商店或服务站的选址问题。

气候与地理学： 雨量计算，森林火灾模型，

其他：机器人学(自动行走，避免障碍), 材料科学（晶体增长）。

历史：1644 Descartes， 1850 Dirichlet，1854 Snow；
1908 Voronoi：一般n维Voronoi图。
地球物理学： Thiessen泰森多边形。
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Voronoi 图

平面Voronoi 图的定义：Voronoi diagram

欧式距离：平面两点p, q的距离是dist(p, q) =
√

(px − qx)2 + (py − qy )2.

Definition (平面Voronoi 划分)

给定平面点集P = {p1, p2, . . . , pn}(称为基点sites）,可以将平面划分
为Voronoi区域V (pi )的并。其中 V (pi )是所有最近点为pi的点的集合。

例子

两点情形：

三点情形：

四点情形：

Proposition

任意两点p, q的闭半空
间H(p, q) = {x : dist(x , p) ≤ dist(x , q)},则V (pi ) = ∩jH(pi , pj). V (P)是
所有子区域的边界的集合（顶点和边)。
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Voronoi 图

Voronoi 图的性质

基本属性：

V (pi )是开的凸多边形；

如果不是所有基点共线，则V (P)是连通的，且边是线段或射线。

n ≥ 3,V (P)的顶点数不超过2n − 5,边数不超过3n − 6.
利用欧拉数定理，构造封闭平面图。

Theorem (判定法则)

定义C (p)是以p为圆心内部不包含任何基点的最大园。则有
1；x是顶点当且仅当最大空园C (x)上至少有三个基点。
2：p, q的平分线包含一条边当且仅当这条线上存在点x使得C (x)的边界
只经过p, q两个基点。
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Voronoi 图

Voronoi 图的构造算法

普通算法：

简单算法：o(n2 log n) 直接求半平面的交(类似求凸包算法);

增量算法：1977 incremental algorithm 逐点插入 O(n2)

分治算法：1975 Divide and Conquer: o(n log n)

Fortune 算法： 1987，O(n log n).

平面扫描算法： plane sweep
使用夹角为π/4的平面扫描。

跟踪圆锥交线：抛物线段的出现与消失：beach line

找边：

找顶点：
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Delaunay 三角剖分

Delaunay 三角剖分的定义

给定平面点集P = {p1, p2, . . . , pn}(称为基点sites）,得到平面划
分Voronoi 图V (P)。
定义对偶图G : 顶点是基点，两个顶点有一条边如果两个基点
的Voronoi多边形有一条公共边。

Proposition

任何平面点集的对偶图是平面图。（Delaunay 图）

Definition (Delaunay 三角剖分,1934)

如果没有四个基点共圆，则对偶图G用直线画可以得到一个关于基点集
合的三角剖分。

两点情形

三点情形：

四点情形：
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Delaunay 三角剖分

Delaunay 图的性质

基本属性：记Delaunay 图为D(P)

对偶：D()的面对应V (P)的顶点，D(p)的边对应V (P)的
边，D(p)的顶点对应V (P)的区域，

Delaunay 定理：如果没有四个基点共圆，则每个面都是三角形。

D(p)的边界是点集P的凸包。

Theorem (判定法则)

定义C (x)是以x为圆心内部不包含任何基点的最大园。则有
1；v是V (p)的顶点，则C (v)是包含v的三角形的外接圆。特别C (v)内没
有基点；
2：p, q是D(P)的一条边当且仅存在点x使得C (x)的边界只经过p, q两个
基点。

可以从Voronoi图直接得到Delaunay三角剖分;
也从Delaunay三角剖分可得到Voronoi图(其顶点是三角形外接圆心).
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Delaunay 三角剖分

Delaunay 图的构造算法：高维凸包算法

Delaunay 图 与凸包

一维Delaunay 图：直线点集P,边为(pi , pi+1).
构造二维抛物线上点(x , x2)，得到凸包，去掉顶边，投射即可。
重要观察： 抛物线上任意点x = a的切线z = 2ax − a2,垂直平行移
动切线r2,交抛物线与a± r两点(圆盘)。
二维情形：构造抛物面点集(x , y , x2 + y2),计算凸包，去掉顶面，投
射到平面得到三角剖分！
说明：过(a, b)的切平面z = 2ax + 2by − (a2 + b2)，垂直平行移动
切平面r2,交抛物面为椭圆，投射为圆。 即任何一个最低的凸包三
角形对应平面的一个最大空心圆，投射得到Delaunay 三角形。
推论： 四点共圆当且仅当四点提升的四面体的体积为零。

算法：

dt4.c:O(n4),O(n2) 对任意三个基点得到三角形，提升到空间，
O(n) 判断其是否为最低面(其他点在其上面)；
dt2.c:O(n2).O(n2) 对任意基点，提升到空间，得到凸包，比
如Qhull O(n2) 判断其是否为最低面(法向量判别);投射；

() October 26, 2011 22 / 28

Delaunay 三角剖分

Delaunay 三角剖分的边翻转方法 edge flipping

给定平面点集P,连接各点得到的区域划分是极大的(增加边必然与其他
边相交) 则称为极大平面子区域划分。又称三角剖分。

Theorem (Delaunay 三角剖分是角度最优的)

给定点集的任意三角剖分，将三角形的内角排序，则 Delaunay 三角剖
分的角度排序是”最大”的。Delaunay 三角剖分极大化最小角。

引理：任意非共线的n点平面点集P,设在P的凸包上点数为k,则P的
任意三角剖分都有2n − k − 2个三角形，3n − 3− k个边。
边翻转：任一内部边是一个四边形的对角线,取四边形另一个对角
线可以得到不同的三角剖分。
角度排序：所有三角形的内角从小到大排序得到角度向量，可以定
义三角剖分的排序。
注：凸四边形不共圆则可能通过边翻转得到角度更优三角剖分。
简单翻转算法：给定三角剖分，不断进行边翻转，算法必然中止。
随机增量算法：随机加入新顶点，判断新的三角形是否
是Delaunay，不是可以通过边的翻转得到。 O(n log n)
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若干应用

最近邻点问题

Definition (平面点集中的最近邻点)

给定平面点集P,平面任一点a，称b ∈ P是a的最近(邻)点，如果
|b − a| ≤ min |c − a|, c ∈ P.

注： 最近邻点不是对称关系。
相关应用：

点的区域定位：任一点寻找最近的邮局等。
算法思想：构造Voronoi图，再定位点所在区域。(参见后面算法)

平面点集的最近邻点图Nearest Neighbors Graph：任一点连接其最
近邻点得到平面图。
引理：NNG ⊂ D(P).
算法思想：构造Delaunay图，再每点判断最近邻点。
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若干应用

最大空圆问题

Definition (平面点集中的最大空圆)

给定平面点集P,寻找圆心位于凸包H(P)内，内部不含其他顶点的最大
圆。

应用：选择核电站或商场的地址。

引理：如果最大空圆的圆心必然是Voronoi图的顶点或Voronoi边和
凸包的交点。

算法:(Toussaint 1983) 构造凸包和Voronoi图，寻找最大空圆的可能
圆心。O(n log n).
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若干应用

最小支撑树 Minimum Spanning Tree

Definition (最小支撑树MST)

给定平面点集P,存在一个树恰好包含所有点(称为支撑树)。其中树的长
度最小,即边的长度和最小，称为MST。 一般是欧几里德长度。

Theorem (最小支撑树包含于Delaunay三角剖分)

MST ⊂ D(P).

应用：比如网络连线方案。

Kruskai算法(1956): 排序边的长度（小到大),依次加入图中，如果
没有生成新环路(是树)，继续加。
复杂度：O(E log E ) = O(n2 log n).

改进算法:构造Delaunay三角剖分，边数为O(n),其他同上。
O(n log n).
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若干应用

旅行推销员问题 Traveling Salesperson Problem

Definition (TSP)

寻找经过平面点集中的每一个点的最短路线。

定理：TSP是NP问题。可以构造逼近算法。

结论：用双向MST可以逼近TSP. 特别其长度小于TSP最优值的两
倍。

算法:构造Delaunay三角剖分，得到双向MST,再寻找shortcut(短
线)进行微调路线。 O(n log n).
Christoifes 方法可以得到上界不超过50%.
可以得到更好上界但算法可能复杂。

() October 26, 2011 27 / 28

若干应用

中间轴问题 medial axis

Definition (中间轴medial axis 或骨架skeleton)

给定平面简单形状的边界B,定义内部点x到边界的距
离d(p,B) = min dq∈B(p, q). 特别如果边界上有两点(或多点)满足到x是
最小距离，则记所有x的集合为中间轴。

Voronoi 图的推广：给定若干线段(多边形的边),可以按最近点给出
平面区域的一个划分，特别区域的边界上的点是中间轴。
参见线段的Voronoi图。
比喻：中间轴是边界同时点火得到的内部消失点集合。

例子：圆的中间轴是圆心，椭圆是一个线段(焦点间).
简单多边形？ 可能包含抛物线段。(注：其点到一个边的端点最
短，到另一个边的中间点最短，可得)。

定理：简单多边形(含凹多边形)的中间轴是树。

Blum（1967）：研究生物形状时引入，一般是非凸，光滑曲线。

算法:对多边形存在O(n log n)算法.
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Chapter 2: 几何计算

1 线段求交
平面线段
线段与三角形相交

2 定位与搜索
点的定位
区域搜索

3 排列与对偶

4 运动规划：机器人学
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线段求交 平面线段

平面线段相交

给定平面点a, b, c, d , 求线段L1 = a→ b和线段L2 = c → d的交。

直接数学方法：直线求交yi = kixi + bi , i = 1, 2，解方程判断交点位
置。

参数表示方法：线段L1 = a+ t(b− a),线段L2 = c + t(d − c),求解：
s = [a0(d1 − c1) + c0(a1 − d1) + d0(c1 − a1)]/D
t = [a0(c1 − b1) + b0(a1 − c1) + c0(b1 − a1)]/D
D = a0(d1 − c1) + b0(c1 − d1) + c0(a1 − b1) + d0(b1 − a1)
特别：解0 ≤ s, t ≤ 1.

问题与改进：

平行线段： Area(a, b, c) = 0共线+判断重合部分；

不同的相交：区别输出；

乘法溢出： 用浮点。
计算：正方形对角线交点D = −4r2, r = 105溢出。

可以改进计算线段和射线或直线相交。
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线段求交 平面线段

平面线段集或多边形相交

给定两个多边形P1,P2分别有n,m条边, 求所有边的交。

复杂度：一般情形Ω(nm)；

复杂度：凸多边形O(n + m)

目标：依赖于输出大小的快速算法：输出大小k是相交点的个数。

Theorem (Chazelle, Edelsbrunner 1992)

平面n条线段的交集可以用O(n log n + k)算法实现,算法存储空
间O(n)(Balaban 1995)

注：可以用相关算法计算两个凹多边形的交。
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线段求交 平面线段

平面线段集求交的扫描算法

平面扫描算法:(Bentley,Ottmann 1979) O((n + k) log n)
主要思想：仅仅求相邻线段的交点。

平面水平扫描线从上到下：L包含相交的线段;
求交事件集Q(包含线段端点)；

求交事件集Q从上到下(,从左到右)排序；

依次事件求交：交点排序s0, s1, s2, ...
事件可能：上端点，下端点，交点；

相邻交点对应线段求交

增加交点到求交事件集；

END
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线段求交 线段与三角形相交

线段与三角形相交

给定空间三角形∆ = (a, b, c), 求线段L = p → r和它的交q。

直接数学方法：解方程判断交点位置。

参数表示方法：线段L = p + t(r − p),设三角形平面
Ax + By + Cz = D, 法向量N = (A,B,C )

求线段和平面的交点：t = (D−p)·N
(r−p)·N .

特别：解0 ≤ t ≤ 1.

判断交点是否在三角形内：
简单方法：计算三角形重心坐标q = αa + βb + γc ,利用系数判断；
投射方法：投射到平面考察是等价的。
实现：投射到法向量坐标最大的平面(避免奇异情形). 利用符号面
积计算。

应用：光线追踪算法的基础：
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定位与搜索 点的定位

平面点定位：多边形

给定点q，简单多边形P, 判断在内部或其他。

硬件算法：直接得到；

凸多边形：简单边检测算法：O(log n)，类似三角形。

一般情形：环绕数计算。winding number O(n)
沿着边界走一周： 内部点环绕角度为2π,外部点为0,
定义：W = theta/2π。

一般情形：射线求交数。O(n)
正则的射线交多边形偶数为外部点，奇数为内部点；
注意：存在退化情形!!!
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定位与搜索 点的定位

空间点定位：多面体

给定点q，简单多面体P, 判断在内部或其他。

凸多边形：简单面检测算法：O(log n)。

一般情形：环绕数计算。winding number O(n)
沿着边界面： 内部点环绕角度为4π,外部点为0,
定义：W = theta/4π。

一般情形：射线求交数。O(n)
正则的射线交多面体偶数为外部点，奇数为内部点；
注意：存在退化情形更复杂!!!OPEN PROBLEM。
随机化算法：随机生成一条射线，如果有退化情形，换一条，直到
成功！
例子：1000000次实验，8121次退化0.8%!
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定位与搜索 区域搜索

正交区域查找与数据库查询

数据库查询：完全匹配，部分匹配，区间查找。
快速查找：建立合适的数据结构。
转化为数学(几何)问题：数据库是一个d维空间；
完全匹配：点定位；字典排序(二分树）；
部分匹配：子空间查找，kd树；
区域查找：正交区域查找，四叉树，区域树；

Definition (正交区域查找)

设数据库在一个d维空间中，寻找位于空间的某个平行与坐标轴的长方
体内所有数据的问题，称为 矩形区域查找或正交区域查找。
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定位与搜索 区域搜索

一维区域查找

给定一维点集P = {P1,P2, . . . ,Pn}，求位于区间[a, b]内的点。
平衡二分查找树：

建立二分查找树T ,输入a, b

找到分叉点V

向左输出：每个子树的右边叶子；
向左输出：每个子树的左边叶子；

判断是否输出终点的叶子：

算法复杂度：空间O(n),(构造树o(n log n)),
查询:O(k + log n),k是输出。
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定位与搜索 区域搜索

二维区域查找

给定二维点集P = {P1,P2, . . . ,Pn}，求位于矩形[a0, a1]× [b0, b1]内的
点。
kd树：k dimension tree：

建立kd树,输入矩形

找到所有与矩形区域相交的节点V；

输出在矩形中的叶子；

算法复杂度：空间O(n),(构造树o(n log n)),
查询:O(k +

√
n),k是输出点。

推广：区域树，空间O(n log n),(构造树o(n log n)),
查询:O(k + log2 n). 改进:O(k + log n)。
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排列与对偶

排列 arrangements

Definition (线或平面的排列)

给定平面上的一族直线，或空间的一族平面，给出平面或空间的一个划
分， 该划分称为一个排列。

平面的一个排列由顶点，边，线段，面（或胞腔cell)组成。
一般边，面看成开集。划分是互不相交的。

应用： 计算机图形学：隐藏面消除；

应用：最大空凸多边形问题；给定平面点集包含最多点的空凸多边
形；
Erdos OPEN问题：是否充分大的平面点集中必然包含一个空六边
形。

应用：
火腿三明治定理（Ham-Sandwich cuts）：任何火腿三明治可以用
一个平面切开使得两边有相同的面包，cheese 和火腿。
二维情形：任何两个平面点集可以被一条直线平分。
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排列与对偶

排列 arrangements的性质

Theorem (排列的复杂度)

任何平面上n条直线的一个简单排列，
有V = (n− 1)n/2,E = n2,F = Cn

2 + n + 1。一般的排列的复杂度不超过
以上数值。

简单排列：任意两条直线必相交，没有三线交与一点。

简单排列：欧拉公式。

一般排列：扰动得到简单排列，增加复杂度。

注意：没有一条线有太多边。
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排列与对偶

排列 arrangements的构造

Definition (带状区域zone)

给定一个排列A,任意直线L,则ZA(L)是L和A相交的面（区域）， 特别
记zA(L)为相交的区域的总边数。

Theorem (带状区域Zone定理)

给定一个n条直线排列A,任意直线L,则zA(L) = O(n)，特别zn ≤ 6n.

递增算法：算法复杂度：空间和时间 O(n2)

初始化A0

加入一条直线

找到一个交点x , 沿ZAi
(L)更新Ai+1

循环：

推广高维情形：d维情形的面复杂度为O(nd),带状区域复杂
度O(nd−1),构造算法的复杂度O(nd)。

() November 25, 2011 13 / 20

排列与对偶

对偶映射

Definition (平面的点线对偶)

给定平面上的一条直线可以用两个参数唯一确定，对应参数空间的一个
点，指定平面到参数平面的一个一一对应称为一个对偶。 记映射为D(l)

斜率直线:y = kx + b → (k, b)
注：垂线无定义！

极对偶：ax + by = 1→ (a, b)

抛物线切线：y = 2ax − b → (a, b)
注：抛物线y = x2在a点的切线y = 2ax − a2

定义:D(l) = p,D(p) = l .
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排列与对偶

对偶映射的性质

性质

对偶映射是非垂线到平面点的一一对应。

任意点p ∈ L 当且仅当D(L) ∈ D(p).

p = l1 ∩ l2 当且仅当D(l1),D(l2) ∈ D(p).

如果p在直线l的上面，则D(p)在D(l)的下面，对称的有p在l下
面，D(p)在D(l)的上面。

例子：一个线段的对偶[p, q]是一个double wedge.
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排列与对偶

若干应用

Voronoi 图和排列

抛物线两条切线的交是一维Voronoi图的顶点。(x + y)/2
抛物面的两个切平面的交投影得到平面Voronoi图的边。
注：切线的排序对应顶点的距离。

高阶Voronoi 图：二阶Voronoi 图指有前两个相同邻近点的区域。
对应与2阶排列(有一条边在其上的排列)。

火腿三明治定理（Ham-Sandwich cuts）：任何火腿三明治可以用一个
平面切开使得两边有相同的面包，cheese 和火腿。
二维情形：任何两个平面点集可以被一条直线平分。
引理：点集的平分线对偶到对偶直线集的中位分割线。
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运动规划：机器人学

运动规划

机器人：robotics 理解(学习)+执行（行动)
运动规划：在一个环境中机器人从一点到另一点不发生碰撞的运动路
线(free path)。
记机器人R,障碍物P,起点s,终点t.

基本问题：是否存在一条自由路线？ 构造一条自由路线。找到一
条最短自由路线。
简化:R是一点，圆盘，多边形或线段；
障碍物:若干多边形；
运动：任意平移，(不可旋转);
工作空间和configure 空间：
工作空间： 包含若干障碍物的环境。机器人R是多边形，参考
点(0, 0).
configure 空间：机器人的定位， R(x , y)平移；R(x , y , φ)包含旋
转。→ 特殊群! C-空间：包含禁止空间和自由空间；
运动规划:即在其中寻找一条自由曲线。

注：相切不是碰撞。
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运动规划：机器人学

点机器人

记机器人R是一点,障碍物P,起点s,终点t，则一般存在唯一一条最短自由
路线。

直接构造区域的梯形图，可以找到一条自由路线，不一定最短!

引理：最短路线必然经过多边形（障碍物)的顶点。

可见性图: visibility 图：顶点为节点，
存在连接v ,w的弧，如果v ,w可以互相看见(线段VW不和障碍物多
边形内部交)
推论:最短路线是可见性图的一条道路。

构造可见性图:类似与找到所有对角线。
基本算法 O(n3), 可以用线段的排列改进O(n2) ，特别
有O(n log n + E ).

最短路线算法:图论经典算法Dijkstra(1959) O(n log n + E )
类似与油漆的spread：
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运动规划：机器人学

圆盘机器人

记机器人R是一个圆盘,障碍物P,起点s,终点t。

基本想法:加大多边形障碍，缩小机器人到一点。

例子：P+ = P + R

Minkowski 和: A + B = {x + y : x ∈ A, y ∈ B}.
点和集合的加:x + B等价与集合的平移；
特别:A + B = ∪x∈A{x + B}
最短路线算法:
加大障碍P + R;
s, t是否在一个分支；
利用可见性图寻找道路。
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运动规划：机器人学

多边形机器人

例子:假设机器人是正方形，参考点是左下角。

Minkowski 加法:P+ = P − R

定理:如果R移到P+的内部，则机器人和障碍相交。
如果R移到P+的边界，则机器人和障碍相切。
如果R移到P+的外部，则机器人和障碍不交。

Minkowski 和的构造算法：O(n), )(n log n),O(n2 log n)
构造边向量的星形图即可得到多边形的卷积(P+的边界)，再构
造P+.

注：由Minkowski 和容易得到一般的最短路线算法:
一般的有：凸多边形机器人可以在n点障碍中找到最短路线的算
法O(n log n).
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Chapter 3: 数值计算几何

参考书：计算几何教程；
金字塔算法：电子工业出版社：

1 多项式逼近与函数空间
多项式逼近
样条函数空间

2 多项式插值与金字塔算法
三角形插值算法
Bezier曲线

3 开花与B样条函数
开花
B样条曲线

4 离散微分几何
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多项式逼近与函数空间

几何形状的表示

几何形状：
确定形状：（微分几何，代数几何），简单形状：解析几何的二次曲线
随机形状: （随机过程？） 几何形状的计算机表示：

几何方法：参数表示(曲线与曲面)

分形几何：函数迭代的参数；

水平集：隐函数 f (x , y , z) = C

函数空间逼近: 多项式逼近；
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多项式逼近与函数空间 多项式逼近

Weierstrass 第一逼近定理

Theorem (Weierstrass定理 1885)

设f (x) ∈ C [0, 1],则任意给定ε > 0,存在多项式p(x), 满
足maxx∈[0,1] |p(x)− f (x)| < ε.

1912年Bernstein给出多项式构造证明，存在很多证明和相关逼近定理；

定义n次多项式 Pn(x) =
∑

k f (k/n)Cn
k x

k(1− x)n−k , 后面
为Bernstein多项式Bk

n (x). 待证: Pn(x)→ f (x) 一致收敛!
分解求和
Pn(x)−f (x) =

∑
k/n∼x(f (k/n)−f (x))Bk

n +
∑

k/n>x(f (k/n)−f (x))Bk
n

记为|Pn(x)− f (x)| = A + B
关于A: f一致连续，存在小区间 |k/n − x | < 1/n1/4，满
足|f (k/n)− f (x)| < εn;Bk

n有界(1)，
关于B; |k/n − x | > 1/n1/4时，|k − nx | < n3/2; 求
和n3/2

∑′
k B

k
n ≤

∑
k(k − nx)2Bk

n = nx(1− x) ≤ n/4,
引理:

∑
k(k − nx)2Bk

n = nx(1− x)
A + B可得。A < εn,B ≤ M(1/n)1/2. M是f (x)上界。
张思容 (BUAA) 计算几何 December 14, 2011 4 / 14



多项式逼近与函数空间 多项式逼近

切比雪夫逼近问题

Problem (切比雪夫最佳问题)

设f (x) ∈ C [0, 1],则任意n次多项式逼近p(x), 定义偏
差∆(p) = maxx∈[0,1] |p(x)− f (x)|,则最佳逼近多项式满
足E (p∗) = inf ∆(p). 也称为极大极小逼近。

Borel 定理: 存在多项式取到下界。 注:n次多项式是一个闭集。
切比雪夫定理: p(x)是n次最佳逼近多项式的充要条件
是p(x)− f (x)在n + 2个点列上交替取正负号。 且最佳多项式是唯
一的。
引理: n + 2个交错点的最小误差即∆(p). (反证法).
例子: 0次最佳逼近 p0(x) = (max f + min f )/2；
1次最佳逼近,设f ′′ > 0, p1(x) = (f (1)− f (0))x + d ,d由相关切线决
定；
切比雪夫多项式：Tn(x) = cos(n arccos x)。
验证其为n次多项式，有n个实零点，特别是f (x) = 0的最佳逼近。

注：切比雪夫多项式代替泰勒展开：可以得到低阶的精确逼近。
张思容 (BUAA) 计算几何 December 14, 2011 5 / 14

多项式逼近与函数空间 样条函数空间

函数空间和多项式逼近

常见函数空间(几何形状):
Pn ⊂ P∞ ⊂ C∞ ⊂ C k ⊂ C [0, 1] ⊂ L2[0, 1].
一般函数空间是无穷维线性空间。

Weierstrass 第一逼近定理：P∞在C [0, 1]中稠密。

Weierstrass 第二逼近定理： 三角函数可以一致逼近连续可微周期
函数。

函数空间的不同收敛：(距离) 一致收敛；几乎处处收敛，平分可积
收敛

傅立叶分析: 三角函数可以平分可积逼近任意L2可积函数。
定义:L2 : |f |22 =

∫
f 2(x)dx

傅立叶分析是信号处理的基本工具。
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多项式逼近与函数空间 样条函数空间

一元样条函数空间

多项式逼近的误差: Runge现象，高阶多项式逼近必然存在局部振荡数
值不稳定。 应用中选择样条函数-分段连续的多项式函数。

Definition (一元样条函数)

给定一组节点 −∞ = x0 < x1 < x2 < xn < · · · < xN < xN+1 =∞是实数
的一个划分； 定义其上的分段函数S(x)满足 S(x)在[xj , xj+1]上是次数不
超过n次的多项式； 且S(x)在(−∞,∞)上有n − 1阶连续导数；
称Sn(x1, x2, · · · , xN)为n次样条函数。

Theorem (样条函数空间的基)

Sn(x1, x2, · · · , xN) = pn(x) +
∑N

j=1 cj(x − xj)
n
+. 即Sn(x1, x2, · · · , xN)是一

个n + N + 1维空间，基为1, x , x2, · · · , xn, (x − x1)n+, · · · , (x − xN)n+.
其中截断函数(x − xj)+ = x − xj , x > xj ; 0, x ≤ xj .

证明： 左到右依次叠加，考察节点处光滑性。
注:插值问题： 给定n + N + 1个值，参数满足一定条件(节点相关),则存
在唯一的样条函数过n + N + 1个点。张思容 (BUAA) 计算几何 December 14, 2011 7 / 14

多项式插值与金字塔算法 三角形插值算法

Lagrange 插值

Problem (一元插值问题)

给定(xi , yi ), i = 0, . . . n,寻找曲线f (t),满
足f (ti ) = (xi , yi ), 称为插值问题。

多项式插值定理：给定参数节点ti ,控制点pi ,存在唯一的n次多项式
是插值问题的解。 样条函数插值定理：参见教材。

线性插值:P01(t) = (t1 − t)P0 + (t − t0)P1, 注：此处分母t1 − t0省
略。下同。

高阶插值：通过线性插值的迭代得到n次插值解。
P012(t) = (t2 − t)P01(t) + (t − t0)P12(t)
P0123(t) = (t3 − t)P012(t) + (t − t0)P123(t)

算法实现：Neville算法：通过从下到上(从左到右)建立三角形.
Dynamic programming O(n2), 储存O(n).
Aitken 算法：利用递推关系从上到下得到三角形。不快。
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多项式插值与金字塔算法 三角形插值算法

三角形插值与多项式基

Neville算法：从给定控制点Pi到三角形顶点的路径的乘积的和为n次
多项式，

插值多项式的表示: P0···n(t) =
∑n

k=0 PkL
n
k , 其中Lnk即Lagrange 多项

式基；

一般Lnk(t|t0, . . . , tn) =
∏

j 6=k (t−tj )∏
j 6=k (tk−tj )

.

定理：Lnk即Lagrange 多项式是一组基!

不同的插值方法可以得到不同的多项式基：Hermite 基，牛顿基
等；

同样的三角形算法改进可以用于逼近问题: Bezier曲线；
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多项式插值与金字塔算法 Bezier曲线

De-castliau 算法

简化Neville算法的各个路径为左右边分别为1− t, t，得到De-castliau 算
法,用于表示过控制点Pk的Bezier曲线；

Bernstein多项式： 从一个控制点到顶点的路径乘积的和是一个n次
多项式；正好是Bernstein多项式基。 其中每个中间顶点也是低次
的Bernstein多项式。Bezier曲线；B(t) =

∑
Bn
k (t)Pk

Bezier曲线的性质：线性不变，凸包，对称性；端点插值；由算法
直接得到；
升阶：任何低阶曲线可以用高阶曲线表示(Bernstein多项式有相关
公式),等价与基变换；
构造:线性插值n + 2个新控制
点Q(k) = (kPk−1 + (n + 1− k)Pk)/(n + 1)；
注：升阶是割角过程。控制多边形逼近Bezier曲线(即Weierstrass逼
近定理);
细分:B(t) : t ∈ [0, 1]变成B(s) : s ∈ [0, r ];B(s) : s ∈ [r , 1].
三角形构造: 取t = r得到三角形，两边Qk ,Rk分别为新三角形的控
制点，得到两个新三角形(即Bezier曲线).
***其他： 微分(可由三角形得到);张量曲面(金字塔算法)；张思容 (BUAA) 计算几何 December 14, 2011 10 / 14

开花与B样条函数 开花

De-castliau 算法的开花

De-castliau 算法:中间顶点的标记：可以用三元多项式表示aibj tk ,特别顶
点为tn,控制点为an−kbk ; 对不同层的插值引入不同变量ui ,则多项
式B(t) = p(u1, u2, . . . , un);称为多项式B(t)的开花 blossom

Definition (开花)

p(u1, u2, . . . , un)是多项式Pn(t)开花，如果满足p是n重对称的；n重线性
的， 且有对角线性质p(t, . . . , t) = P(t).

例子: 1, t1, t2, . . .
定理：设P(t)是Bezier曲线，p(u1, u2, . . . , un)是其开花，
则Pk = p(a, . . . , a, b, . . . , b),其中有k个b,n − k个 a.
定理:任意多项式Pn(t),存在唯一的开花函数p(u1, u2, . . . , un)
开花与升阶公
式：pn+1(u1, u2, . . . , un+1) = 1

n+1

∑
k pn(u1, . . . , uk−1, uk+1, un+1;

开花与细分:B(t) : t ∈ [a, b]变成B(s) : s ∈ [a, r ];B(s) : s ∈ [r , b].
三角形构造: 开花有Qk = p(a, , , r , , , );Rk = p(r , r , ..., b, b)
***其他： 微分可用齐次开花得到；张量Bezier曲面的开花；张思容 (BUAA) 计算几何 December 14, 2011 11 / 14

开花与B样条函数 B样条曲线

De-boor算法与开花

推广De-castliau 算法:保证每个三角形的相邻节点仅仅只有一个参数不
同，不必取相同的路径；
p(t2, t3, t) = ((t4 − t)p(t1, t2, t3) + (t − t1)p(t2, t3, t4))/(t4 − t1).
用t(k+1)(k+2)...(k+n)代替an−kbk ,得到一段B样条曲线的德波尔算法；

德波尔算法由n + 1个开花值得到n次多项式P(t);t1, . . . , t2n称为节
点； 是一个渐进序列，要求tk 6= tk + n.

局部B样条基:bnk是一个控制点到顶点的所有路径乘积的和；
有P(t) =

∑
bnk(t)p(t(k+1)(k+2)...(k+n)).

渐进节点序列的基：t1 = · · · = tn, tn=1 = · · · = t2n 对
应Bernstein基；

***其他： 不同序列得到不同的基；
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开花与B样条函数 B样条曲线

B样条曲线

每段B样条曲线需要2n个节点，n + 1个控制点，
利用充分多的节点把每段B样条曲线连接起来，得到光滑的B样条曲
线；

增加一个节点和控制点得到一个平移的三角形；

两个三角形的合并得到一个光滑的两段B样条曲线，
相交端点的光滑度n − 1，重复节点: 减低相交端点的光滑度；

依次类推可以得到无限长B样条曲线；

B样条曲线的性质

分段多项式，局部可控；

仿射不变，局部凸包性；

节点重复度= n,过该点；
一般不用重复控制点过该点,不光滑!

B样条基是一元样条空间的一组基。
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离散微分几何

离散微分几何DDG简介

离散微分几何: 直接从曲面的网格(通常是三角形)定义几何和几何不变
量的方法。

已知信息：顶点V ,边E ,和面F

简单几何量：点，长度，夹角，面积；面的法向量；

法向量和切平面:
顶点的法向量由面的法向量加权平均：权未知！

曲率: 法向量的微分；离散差分；
平均曲率:H =

∑
cotαij(pi − pj);

高斯曲率:G = 2π − αjk ,由夹角定义；满足Gauss-Bonnet定理。

其他: 离散Laplace 算子，外微分，联络等

应用： 计算机模拟，几何图像处理，几何建模优化；
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Computational Geometry 1

EXERCISE ONE
作业与算法作业11/1日前交有效，带***可以不做。

1. (看护画廊墙壁)构造一个多边形并布置若干警卫，使得警卫可以看到多边
形的所有边界（墙），但至少有一个内部点不被任何警卫看到。

2. (凸包是最小面积)证明：包含一个点集所有点的最小面积的凸多边形是该
点集的凸包。 如果多边形不要求是凸的，给出反例。

3. 证明不存在七条边的多面体。

4. 证明：一个Voronoi 图的每个区域的平均边数不超过6.

5. 举例说明一个非凸多边形的中间轴可以包含曲线段。***这些曲线段有什
么特殊吗？

6. 证明：最近邻近图（NNG)包含于D(P ).即如果b是到a的最近点，则线
段ab ∈ D(P ).

算法作业：分上机和不上机两个选择

上机作业可以两到三人为一个小组共同完成

• OPTION 1(计算验证：可以不上机) 给出正五角星的多边形顶点（可由
正五边形顶点计算得到);

A:验证三角剖分算法：给出算法的每一步和最终结果；

B:验证凸包GRAHAM算法：给出算法的每一步和最终结果；

C：给出其Voronoi图和Delaunay三角剖分:

D: ***验证Fortune算法：给出算法的每一步和最终结果；

• OPTION 2(编程验证)

A:给出正五角星的多边形顶点，用O’Rouke的代码：tri.c,graham.c,dt2.c给
出其三角剖分，凸包，Delaunay三角剖分。

或者用MATLAB的相关函数（qhull,voronoi)等。

B: 随机生成100组n个在单位正方形中的点，计算其凸包，验证：正好在
凸包上的点的个数的期望值是O(log n).n的选择可以从100开始。

可用graham.c，或MATLAB.
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EXERCISE TWO
作业与算法作业12/14日前交有效，带***可以不做。

1. (射线交)给出射线(包含一个起点a和线上一点b)和线段cd的求交方程和判
别法则。 (包含两线平行的判别法则)。

2. (重心坐标)设三角形abc内点p的重心坐标为α, β, γ,连接p到abc得到三个三
角形，证明：三个三角形的面积比是重心坐标的比。

3. (区域判别)给定凸四边形，延长四条边得到九个区域，给出平面任一点位
于某个区域的判别法则。（可以用整数编号判别).

4. (四线排列)给出平面四条直线得到的一个区域划分(排列)的所有可能情
形。给出顶点数，边数和面数。

5. (点集对偶)给出以下点集的对偶集。

A: n个共线的点； B：三角形的边；

***C：正n边形的边；***D：单位园；

6. (Minkowski和)给出正方形和三角形可能的Minkowski和集，特别给出和
可能有的最大边数。

***证明：两个n和m条边的凸多边形的Minkowski和的边数不超过c(n +
m).c是常数(可以取1).

算法作业：以下题目可以 伪代码和手工计算 或 MATLAB实现

给出正五角星的多边形顶点（可由正五边形顶点计算得到);

1. 给出计算多边形环绕数的算法，计算原点和正五角星外一点的环绕数。

2. 给出平面点集kd树的构造算法。构造正五角星和正五边形的顶点集
的kd树。

***可以每条边增加若干等平分点，kd树是什么？

3. 给出正五角星的顶点的对偶集，说明正五角星和正五边形的对偶集。

4. ***给出正五角星和一个三角形的Minkowski和。
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EXERCISE THREE
作业与算法作业2012/1/14日前交电子版或办公室西配楼501有效

1. (切比雪夫多项式)证明:Tn(x) = cos(n arccosx) 为n次多项式，且有n个实
零点。

给出直到三阶的多项式表达式。

2. (Lagrange 多项式)对n = 3,验证Ln
k (t|t0, . . . , tn) =

∏
j 6=k(t−tj)∏
j 6=k(tk−tj)

是3次多项

式的一组基； 证明
∑k=n

k=0 L
n
k (t) = 1

3. (升阶公式)证明Bernstein多项式的等式

Bn
k = ((n+ 1− k)Bn+1

k + (k + 1)Bn+1
k+1 )/(n+ 1)，

证明：任何n阶Bezier曲线可以用n+ 1阶Bezier曲线表示,其n+ 2个新控制
点满足 Q(k) = (kPk−1 + (n+ 1− k)Pk)/(n+ 1)；

4. (开花)给出三次Bernstein多项式的基的开花多项式(4个)，并用它证明:∑k=3
k=0 B

3
k(t) = 1.

算法作业：以下题目可手工计算或MATLAB实现

给定正方形四个顶点P0 = (0, 0), P1 = (1, 0), P2 = (1, 1), P3 = (0, 1), 利用不同
的三角形算法计算以下多项式曲线；

1. 给出顶点对应节点为(0, 1, 2, 3)的Lagrange 插值曲线；

2. 给出以四个顶点为控制点的Bezier曲线,定义区间[a, b]满足a = 0, b = 1;

3. 给出以四个顶点为控制点，节点序列(0, 1, 2, 3, 4, 5)的B样条曲线段，2 ≤
t ≤ 3;

验证:节点序列(0, 0, 0, 1, 1, 1)对应的B样条曲线段是上面的Bezier曲线；

4. 给出以四个顶点为控制点，节点序列为(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)的整个B样条
曲线；
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