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Chapter 5: 有限信号：算法与应用
Finite signals：algorithms and applications

离散傅立叶变换
DFT
FFT
离散余弦变换

小波变换
Harr小波
滤波器组的构造
小波基和稀疏表示

最小二乘与统计滤波器的实现
最小二乘
最小二乘的递推算法举例
维纳滤波器的Levinson算法

参考书：数字信号与图像处理: 第四章
G.Strang: Computational Science and engineering:

回顾

I 连续信号，连续时间系统：傅立叶分析与函数空间
模拟信号处理: 逼近理想滤波器(Butterworth滤波器)

I 离散信号，离散时间系统: Z变换 与 复级数
数字信号处理: 构造h(n),使得H(e iw )逼近理想滤波器(等波
纹滤波器)

I 有限信号, 矩阵变换：矩阵基变换→ 稀疏矩阵
信号的传递与压缩: 寻找合适信号的合适的基? 小波基。稀
疏信号

从离散信号到有限信号

实际应用中必然是有限的抽样信号；x(t)→ x(n)→ x [N]

I 得到有限信号的方法: 截断。
时间域:x [N] = x(n) · G (N),其中G (N)为长为N的矩形脉冲。
频率域: XN(w) = X (w) ∗ sinc(w);

I 问题: 卷积产生频率泄漏。
有限信号的频率谱是无穷的!

从有限信号得到离散谱

I 周期延拓的信号 → 离散谱
I 加零后周期延拓；

I 对称扩张后周期延拓；



离散傅立叶变换DFT

I 有限序列x [n], 傅立叶谱X [k], 频率WN = e−i2π/N ;

I 离散傅立叶变换(DFT) X [k] =
∑N−1

n=0 x [n]W kn
N ,

k ∈ [0,N − 1)

I 离散傅立叶逆变换(IDFT) x [n] = 1
N

∑k=N−1
k=0 X [k]W−kn

N

I 矩阵表示：

DN =


1 1 1 . . . 1

1 W 1
N W 2

N . . . W N−1
N

1 W 2
N W 4

N . . . W
2(N−1)
N

...
...

...
. . .

...

1 W N−1
N W

2(N−1)
N . . . W

(N−1)(N−1)
N


I 变换公式 X = DNx ,逆变换x = 1

N D∗NX .
矩阵是Vandemonde矩阵!

DFT性质

I 傅立叶谱X [k]是离散的周期谱。(是单位圆上的N点抽样)
N的选取问题: x(N)的N点DFT与x(N)加零后2N点DFT差
别？ 一般依赖与信号的短时平稳性。

I 对称与共轭：W k
N = −W

N/2+k
N ,W N

N = 1
特别实序列有:X [N − k] = X [k]∗

I 周期(或循环)卷积: x [n] ∗ y [n] =
∑i=N−1

i=0 x(i)y(N − i)

I Parseval 等式。

DFT的计算

计算复杂度：

I 计算所有变换样本要 N2个复数乘法，N(N − 1)复数加法。
即4N2个实数乘法， (4N − 2)N实数加法；

I ***计算一个变换样本(常用Goertzel算法：)(线性滤波器方
法)
利用W−kN

N = 1,DFT可以写成序列的卷积；

X [k] =
∑N−1

l=0 x [l ]W kl
N =

∑N−1
l=0 x [l ]W

−k(N−l)
N

X [k] = yk [n]|n=N , yk [n] =
∑n

l=0 x [l ]W
−k(n−l)
N , xe [n] =

x [n], hk [n] = W−kn
N 计

算yk [n] = xe [n]⊗ hk [n],即Yk(Z ) = Xe(Z)

1−W−k
N z−1

;

递推公式：yk [n] = x [n] + W−k
N yk [n − 1], 0 ≤ n ≤ N

算法复杂度：2N个实乘法，2N个实加法；X [k],X [n − k]的
对称性；

DFT矩阵

DFT矩阵:

DN =


1 1 1 . . . 1

1 w1
N w2

N . . . wN−1
N

1 w2
N w4

N . . . w
2(N−1)
N

...
...

...
. . .

...

1 wN−1
N w

2(N−1)
N . . . w

(N−1)(N−1)
N


MATLAB实现 　j = 0 : N − 1; k = j ′; F = w . ∧ (k ∗ j)
D = fft(eye(N));

I 矩阵的列向量是正交的! 为什么? 是某个对称矩阵(二阶差
分)的特征向量! 参见DCT部分

I 例子：D4(δ) = (1, 1, 1, 1),D4(DC ) = δ
D4(sin) = (0, 1/2i , 0,−1/2i). 离散余弦变换DCT是实变换!



DFT矩阵分解

D4 =


1 1 1 1
1 i i2 i3

1 i2 i4 i6

1 i3 i6 i9

 =


1 1

1 i
1 −1

1 −i

 ∗


1 1
1 i2

1 1
1 i2

 ∗


1
1

1
1


一般的 F2N =

[
IN AN

IN −AN

]
∗
[

FN

FN

]
∗
[
even-odd permutation

]
其中AN是对角阵(1,w ,w2, ...wN).
计算量: 只有N次对角阵计算!!! 递推有cN log N次运算!
注: 每个矩阵是稀疏矩阵!

FFT的实现

I 设信号为ck ,分解为奇偶c1
k , c

2
k

I 变换有f 1 = DNc1, f 2 = DNc2;

I 则计算有fj = f 1
j + w j f 2

j , 0 ≤ j ≤ N − 1

fj = f 1
j − w j f 2

j ,N ≤ j ≤ 2N − 1

MATLAB实现
f 1 = fft(c(0 : 2 : 2N − 2)) ∗ N;
f 2 = fft(c(1 : 2 : 2N − 1)) ∗ N;
A = w . ∧ (0 : N − 1)′;
f = [f 1 + A. ∗ f 2, f 1 − A. ∗ f 2].
例子:D1024的分解。

不同形式的FFT

I DIT 按时间抽
取：X [k] = P(k/2) + W k

NS(k/2)
Cooley-Turkey 算法(1965),
Gauss(1805);
注意: 输出的信号顺序即二进制表示
的逆序!

I DIF 按频率抽取 X [2k] =∑
(x(j)+x(j+N/2))W jk；X [2k+1] =∑
(x(j)− x(j + N/2))W jk

I 基4的算法,可以不用乘法!

I FFTW: 参见网站；

I 应用: 卷积计算(多项式计算)；

有限信号与矩阵

FIR系统的矩阵

I 离散信号FIR系统: y(n) =
∑M

k=1 x(n − k)h(k)
矩阵表示: ~y = T~x ,T是Toeplitz矩阵。
(常对角线矩阵)

I 周期延拓信号:(DFT) Toeplitz矩阵→ 循环矩阵
I 加零: 边界频率泄漏?

I 对称延拓: DCT Toeplitz矩阵→ 特别的对称矩阵
傅立叶变换:

I 傅立叶变换矩阵DN = (w jk)N×N ,w = e−i2π/N

记vk = (w0k ,w1k , . . . ,w (N−1)k). 则vk为一组正交基；
DN即基变换；

I 最重要特性: vk为所有Toeplitz矩阵的特征向量。

I 有限信号 DN~y = DNT~x = ΛDN~x



二阶差分矩阵的特征向量

I 二阶差分矩阵A = 1
4


2 −1 0 −1
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
−1 0 −1 2

,傅立叶矩阵

D4 =


1 1 1 1
1 i i2 i3

1 i2 i4 i6

1 i3 i6 i9


I B的特征根:0, 0.5, 1, 0.5, 即FIR系数的傅立叶变
换h = (2/4,−1/4, 0,−1/4)
Y = HX

I 二阶平均矩阵B = 1
4


2 1 0 1
1 2 1 0
0 1 2 1
1 0 1 2


注意:有相同的特征向量和相同的特征值!(但顺序不同)

寻找实系数的傅立叶变换？
历史:

I 连续信号: 实的偶函数的傅立叶变换是实系数的(余弦变换);

I 离散信号: 直到1974：Rao发现 DCT2 (用于逼
近Karhunen-Loeve基,信号压缩)

I 1985 Wang给出8种DCT形式；

I 注记: 离散问题比连续问题有更多的复杂性(边界条件)

傅立叶变换矩阵作为差
分矩阵的特征向量矩阵
A0 =

2 −1 −1
−1 2 −1

. . .
−1 2 −1

−1 −1 2



I vk是特征向量，特征值λk = 2− 2 cos 2kπ
N

I 特别: A0是实对称矩阵，不同特征向量是
正交，可以选取为实特征向量。注
意λk = λN−k .
ck = Re(vk) =

(1, cos 2kπ
N , . . . , cos 2(N−1)kπ

N );

sk = Im(vk) = (1, sin 2kπ
N , . . . , sin 2(N−1)kπ

N );

I 不足: ck的长度不一样。 c0, cN/2是
√

N,其

他是
√

N/2!

有限信号的边界条件

连续信号的边界条件：

I 连续信号[0, π]做偶延拓；微分方程: u
′′

= −u,

I 零点边界条件: Neumann 条件u′(0) = 0

I π点边界条件对应不同特征函数(特征值)；
Neumann 条件u′(π) = 0 → cos kx
或Dirichlet条件u(π) = 0 → cos(k + 1/2)x

有限信号的边界条件：

I 差分方程:A0v = −v

I 离散对称延拓: 全样本延拓(meshpoint) u1, u0, u1

半样本延拓(midpoint) u1, u0, u0, u1

I 两种边界条件，两种延拓，两个端点一共有8种DCT变换；
一般:取两端点的延拓方式一样，有DCT1-4;
不一样有DCT5-8;(称为odd DCT)不常用；

离散余弦变换的差分矩阵DCT2

A0 =
∗ ∗
−1 2 −1

. . .
−1 2 −1

∗∗ ∗∗


A2 =

1 −1
−1 2 −1

. . .
−1 2 −1

−1 1



I 零点取midpoint延拓；u−1 = u0

矩阵第一行为(1− 1...);

I 零点取meshpoint延拓；u−1 = u1

矩阵第一行为(2− 2...);

I π点取Neumann条件; 最后一行同上两种可
能；

I π点取Dirichlet条件;取midpoint延
拓；uN = uN−1;
矩阵最后一行:(...− 13);

I π点取Dirichlet条件;取meshpoint延
拓；uN = 0;
矩阵最后一行:(...− 12);

特别DCT2：两端都取midpoint和Neumann条件!



离散余弦变换矩阵DCT2

DCT2

I 特征向量:
ck = (cos(1/2)kπ/N, cos(1/2)kπ/N, . . . , cos(N−1/2)kπ/N);
特征值:2− 2 cos(k + 1/2)π/N;

I DCT2矩阵元( 1√
N

cos(j + 1/2)kπ/N), 0 ≤ j , k ≤ N − 1.

特别是它是正交矩阵!

I 称其中心(延拓)为−1/2,N − 1/2,长度为N

I 计算：可以用FFT实现；

I 应用： JPEG压缩；选取8× 8图像块，得到DCT 2系数；压
缩(传递)，IDCT恢复；
对于有相关性的信号有很好的压缩功能!

离散余弦变换矩阵及其他

I DCT1,3要做正交化(特征向量长度不一样),DCT4可以；

I DCT5-8的基向量”长度”为N ± 1/2不方便计算；(可以对称
扩充)

I 推广: Malvar的Modulated-lapped变换: 构造相交的覆盖图像
块用于图像变换；Dolby AC-3.可用DCT 4, 8;

I 注记：取不同的差分矩阵，利用特征向量可以得到新的矩
阵，可能有新的更好的基变换？

I 基选取依赖于: 数学，计算，和信号
视觉信号与小波基的选取是自然的，人眼看到的是小波!!!

寻找更好的基变换?

选取基的主要要求:

I 计算速度: FFT,FWT

I 精确逼近: sparse 稀疏信号

I 正交性: F−1 = (FT )∗ 可以没有!

重要例子:

I 连续光滑信号: 傅立叶基，问题: Gibbs现象!

I 有间断点的信号(图像): 小波基

I 有限元方法: 分段线性多项式；

I 样条逼近: 分段光滑多项式；

I 其他基: 微分方程求解 Bessel函数，...

Harr小波

I 信号: x = (x1, x2, x3, x4) = (6, 4, 5, 1)

I 低通滤波器: 移动平均 y = (x1 + x2)/2, (x3 + x4)/2

I 高通滤波器: 移动差分 z = (−x1 + x2)/2, (−x3 + x4)/2

I 恢复信号: y , z → x

I 可迭代应用滤波器: yy = (x1 + x2 + x3 + x4)/4,
zy = (−x1 − x2 + x3 + x4)/4;再恢复信号；

I 可压缩信号!

小波变换

I 信号: x = (x1, x2, x3, x4)

I 低通滤波器+降抽样: y = (5, 3)

I 高通滤波器+降抽样: z = (−1,−2)

I 迭代应用滤波器+降抽样: yy = 4, zy = 1;

I 得到小波系数(4,−1,−1,−2)

I 恢复矩阵:



滤波器组与小波变换

H =

∗ ∗
h0(0) h0(1) ∗

h0(0) h0(1)
h1(0) h1(1) ∗

h1(0) h1(1) ∗
∗ ∗



I 信号→ (两通道)解析滤波器组 → 小
波系数 (高通滤波器的结果)
小波系数 → 合成滤波器组 → 恢复
原信号。

I 矩阵变换:(其中h0, h1为FIR滤波器系
数) Hx = y

I 快速小波变换FWT：迭代应用解析
滤波器，注意H1/2作用在一半长度的
信号上。 · · ·H1/4 · H1/2 · Hx = y
乘法次数: 达到快速算法的HolyGrail!
(LN + L ∗ N/2 + L ∗ N/4 + . . . ) =
2LN = O(N),其中L为滤波器长
度，N为信号长度。

I 类似合成滤波器组可得逆小波变换!

从Harr小波到其他

从有限矩阵到无穷滤波器

I Harr小波来源于DFT2, 注意一般的有Walsh 变换(矩阵元素
全为1,−1)。

I Harr小波需要用低通，高通滤波器(无穷维)和上下抽样运
算；

I 信号的边界需要扩张(对称,加零,周期);

Proposition (上下抽样的频率响应)

(↓ 2)(e iwn) = 1
2(e iwn/2 + e i(w/2+π)n) ,(↑ 2)(e iwn) = e i2wn.

特别 (↑ 2)(↓ 2)(e iwn) = 1
2(e iwn + e i(w+π)n)

附: 小波常用对称扩张，特别信号的扩张方式(奇或偶扩张)与低
通滤波器的对称性一致!
Harr小波是唯一对称，正交小波。

条件PR：构造离散小波基
Daubechies:双正交,存在W̃ ·W = Id .
设解析滤波器组h0, h1,合成滤波器组f0, f1.
条件PR: F0(z)H0(z) + F1(z)H1(z) = 2z−l

F0(z)H0(−z) + F1(z)H1(−z) = 0

I 因果系统的完全重构等价于频率响应是一个l阶延迟，见方
程一。Harr小波延迟为1.

I 上下抽样产生混叠频率w + π,必须消去等价于方程
二。e i(w+π) = −e iw

I 简单选取: F0(z) = H1(−z),F1(z) = −H0(−z)，定义乘积低
通滤波器P0(z) = F0(z)H0(z), 等价条
件：P0(z)− P0(−z) = 2z−l .
特别：P0(z)的多项式的奇数阶系数除z−l外都为零。

I 正规化滤波器(half-band) P(z) = z lP0(z),PR条件
为P(z) + P(−z) = 2

例子:5/3滤波器, h0 = (−1, 2, 6, 2,−1)/8, f0 = (1, 2, 1)/2
h1 = (1, 2, 1)/4, f1 = (1, 2,−6, 2, 1)/4.

滤波器设计例子

滤波器组设计：选取P0(z),选取H0. 得到H1,F0,F1.

EXAMPLE (maxflat 滤波器)

乘积滤波器P0(z) = 1
16(−1 + 9z−2 + 16z−3 + 9−4 − z−6) 6个零

点:4阶z = −1，及c = 2 +
√

3, 1/c

I 2/6滤波器或(6/2): 取H0(z) = (1 + z−1)/z,
1
2(1, 1), 18(−1, 1, 8, 8, 1,−1)

I 3/5滤波器或(5/3):取H0(z) = (1 + z−1)2/z2,
1
4(1, 2, 1), 14(−1, 2, 6, 2,−1)

I 4/4正交滤波
器(Daubechies):取H0(z) = (1 + z−1)2(c − z−1)/z3,
1
8(1 +

√
3, 3 +

√
3, 3−

√
3, 1−

√
3), 14(1−

√
3, 3−

√
3, 3 +√

3, 1 +
√

3)

注意：一般取H0系数和为1,F0的系数和为2. 常用5/3，6/2滤波
器。特别JPEG2000使用9/7，5/3滤波器。



傅立叶变换VS 小波变换

I 连续信号: 傅立叶
基cos t, sin t → w(t), φ(t)

I 傅立叶变换:时间到频率域，小波变
换: 时间域到 多尺度分解(局部时频
信号)

I Harr小波:(解见图像)
平均：Φ(t) = Φ(2t) + Φ(2t − 1)
细节: w(t) = φ(2t)− φ(2t − 1)
迭代有: wjk(t) = 2jw(2j t − k)

I 小波基的优点: 局部基，可加
细(refine),快速，有限逼近(!!!).
有限元和样条函数仅实现前三条.

L2空间的小波基与尺度方程

I L2函数的小波分解:
f (t) =

∑
akφ(t − k) +

∑∑
bjkwjk(t)

I 尺度方程(refinement equation)
φ(t) = 2

∑L
k=0 h0(k)φ(2t − k)

小波方程 w(t) = 2
∑L

k=0 h1(k)φ(2t − k)
注意: h0.h1即滤波器系数!

I 尺度方程的解: 简单形式即B样条函
数(Harr小波的复合) 一般连续形式的解很
复杂，见Daubechies 小波1D解和2D解。

I 小波空间的分解: V0 = {
∑

akφ(t − k)},
W0 = {

∑
ckw(t − k)},

V1 = {
∑

bkφ(2t − k)}.
尺度方程+小波方程→ V0 + W0 = V1,
依次有V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ V∞ = L2

I 一般用滤波器实现离散小波变换!

离散小波基的构造

利用φ(t) = 2
∑L

k=0 h0(k)φ(2t − k)， 构造h0,求解φ(t),
***从而可得h1，以及合成滤波器组的低通，高通滤波器f0, f1.
基本问题：

1. 存在性：尺度方程有解的充分条件(条件E)
泛函分析：等价于φ(t − k)是一组稳定基(Riesz basis).

2. 精确逼近: 有限项逼近的充分条件(条件Ap)

3. 完全重构(双正交基)：存在合成滤波器组 Perfect
Reconstruction (条件PR)

4. (***) 正交基：条件O

***条件E和条件Ap

条件E: T = 2(↓ 2)H0HT
0 的所有特征根λ < 1, 除一个简单特征根

为1

I Cascade算法：φi+1(t) = 2
∑L

k=0 h0(k)φi (2t − k)
φ0(t)可取[0, 1]上矩形波。定理:φ(t)的紧致支集为[0, L]. 参
见作业中cascade.m

I 例子：收敛 h0 = (14 ,
1
2 ,

1
4) → hat函数

Daubechies:h0 = 1
8(1 +

√
3, 3 +

√
3, 3−

√
3, 1−

√
3)

不收敛：h0 = (2/3, 1/3)

I 必要条件:频率响应H0(π) = 0, 过滤AC信号!

条件Ap: M = (↓ 2)2H有p个特征根1, 1/2, . . . , (1/2)p−1.

I f的p阶逼近：任一f与其投影到小波空间Vp中像的误差充分
小。
即|f (t)−

∑
ajkφjk(t)| ≤ C 2−jp|f (p)(t)|

I 等价条件1: 频率响应H0(z)有一个p阶零点在z = e iπ.
等价条件2：

∑L
k=0(−1)kkmh(k) = 0,m = 0, 1, . . . , p − 1



Karl Poper: In search of a better world(basis)?

f (t) ≈
∑

ckφk(t): 针对不同信号怎样寻找合适的基？

I 线性变换：选取前N个系数： (使用傅立叶基或小波基)

I 非线性变换：选取前N个最大的系数：正交搜索(basis
pursuit)

I 稀疏变换：极小化能量||f −
∑

ckφk |+ α
∑
|ck | (Lasso)

注意：稀疏表示要求l0范数小，但用l1范数更好算，
且Donoho等证明： 概率意义下，用l1范数找到的是正确
的。

I 光滑表示：极小化能量||f −
∑

ckφk |+ α|
∑

ckφk |TV
Total Variation 范数常用于图像处理。

实用滤波器

I Wiener滤波器是理想滤波器。已知条件：信号的二阶矩R以
及信号与目标的相关系数rdx .

I 最小二乘滤波器: 宽平稳过程，已知x(n), d(n), 估计R, rdx .
LS滤波器的法方程为R̂~C = ~rd , 最小能量E = Ey − ~rd

τC .

其中R̂ = ~X τ ~X , ~rd = ~X τd .
I 自适应滤波器: 非宽平稳过程，已知x(n), d(n),
时变线性方程Atwt = Dt，能量(最小二乘)E = |Aw − D|2,
一般可用迭代算法计算 wt+1 = wt −∆E , 比如Newton方
法。
自适应滤波器是学习过程，收敛足够快，从而可改变滤波器
系数，适应不同环境。

I Kalman滤波器：非宽平稳过程，时变线性方
程Dt = Atwt + b， 且有状态方程wt+1 = Fwt + c ,其中b, c是
噪音或误差。
一般可用迭代算法: Kalman滤波器算法(比较繁琐，略去).与
自适应滤波器存在对应。

以上算法的实现依赖于应用线性代数中的基本结果。

应用线性代数的矩阵分解

线性代数基本问题:Ax = b求解，Ax = λx求特征根。
快速算法的基础:矩阵分解

I A = LU: 下三角矩阵和上三角矩阵的乘积：
高斯消去法 (L,U) = lu(A);

I A = QR 正交矩阵和上三角矩阵的乘积；
Gram-schmidt正交化：
Household 变换: H = I − 2uuτ是正交矩阵，是以u为法向量
的平面进行反射的矩阵变换。
一般MATLAB qr(A)用第二种(更稳定);

I A = UΣV τ SVD分解, U,V正交矩阵，
设rank(A) = r ,Σ = diag(σ1, . . . , σr )
注意: AτAvi = σ2i vi ,AAτui = σ2i ui ,σi称为奇异值。
Matlab: svd(A), svd(A, 0).
特别有A =

∑
uiσiv

τ
i ,矩阵由若干向量的乘积完全决定，

称ui , vi为Karhunen-Leove 基(特别对称矩阵ui = vi ).
可应用于PCA，图像压缩等等(但速度慢!).

简单例子

EXAMPLE
估计一个信号的均值µ,已知信号x1, x2, . . . , x99,可以定义
µ =

∑
xi/99, 新得到一个样本x100，则新估计为µnew =

∑
xi/100

I 线性方程为Aµ = X ,其
中A = (1, 1, . . . , 1)τ ,X = (x1, x2, . . . , xn)τ .

I 最小二乘解(伪逆);AτAµ = AτX , µ = (AτA)−1AτX
特别这里AτA = 99.验证估计是正确的；

I 希望不直接解方程，利用old解得到新的解
µnew = µold ∗ 99/100 + x100 ∗ 1/100
!!! µnew = µold + 1/100(x100 − µold)
1/100称为增益因子(gain factor), (x100 − µold)称为更
新(innovation)!



一般的递推算法

EXAMPLE
设Ac = d,已知Aoldcold = dold ,增加新数据Anew , dnew (一行). 可以
得到cnew = cold + (AτA)−1Aτnew (dnew − Anewcold).

I Aτ = [AτoldAτnew ],Dτ = [dτolddτnew ]

I 最小二乘解(伪逆);AτAc = AτD, c = (AτA)−1AτD

I 代入直接求解即可。

I (AτA)−1Aτnew称为增益因子(gain factor), 通常记
为K (Kalman),一般是矩阵! (dnew − Anewcold)称为更
新(innovation)!

Kalman 滤波器的简单例子

EXAMPLE
估计一个病人的心跳u,已知信号x1, x2,可以定义 u =

∑
xi/2, 如

果有心跳随时间增加变慢即u2 − u1 = α, 则应该如何估计？

I 线性(时变)方程为A(u1u2) = X ,其
中A = (1, 1)τ ,X = (x1, x2)τ .

I 增加有状态方程u2 − u1 = α,

I 组合三个方程，得到新的线性方程组A∗u = X
最小二乘解(伪逆);Aτ∗A∗u = Aτ∗X , u = (Aτ∗A∗)

−1Aτ∗X
可以直接求解 有u2 = (x1 + 2x2 + α)/3, u1 = (2x1 + x2 − α).

I 递推求解：关键每一步递推包含两步!
状态方程预测:un+1|n = Fun|n + α
校正方程：un+1|n+1 = un+1|n + K (xn − Aun+1|n)

I 一般k非常复杂，涉及矩阵的逆(参见Woodbury-Morrison 矩
阵逆公式);

I 时间变化会改变已有估计! 应该还有光滑过程, 即un|n+1会发
生变化，要有新的递推过程。

特例：前向预测误差滤波器

m阶Wiener-Hopf方程: Rm
~hm = ~rm

增广方程：Rm+1 ~am
τ = (Pm,~0)τ , ~am = (1, ~hm)τ .

求解m + 1阶增广方程

I 利用Rm+2的Toeplitz性质有两个分解

Rm+2 =

[
Rm+1 ~rm+1

~r τm+1 r(0)

]
=

[
r(0) ~r τm+1

~rm+1 Rm+1

]
I 注意到向前，向后预测m阶方程的解是倒序关系:

Rm+1( ~am
B)τ = (~0,Pm)τ

I 令 ~am+1 = ( ~am, 0)τ + km+1(0, ~am
B)τ

代入m + 1阶方程，
有(Pm+1,~0m) = (Pm,~0m−1, δm) + km+1(δm,~0m−1,Pm) 其
中δm = ~rm+1

B ~am.
仅有两个方程Pm+1 = Pm + km+1δm, δm = −km+1Pm

即km+1 = −δm/Pm,Pm+1 = (1− km+1)2Pm.

I 称km为m阶反射系数，δm为偏相关系数。

Levinson-Durbin 算法

m阶Wiener-Hopf方程: Rm
~hm = ~rm

增广方程：Rm+1 ~am
τ = (Pm,~0)τ .

1. 输入 r(0), r(1), . . . , r(m);

2. 初始化：P0 = r(0), δ0 = r(1), k0 = −δ0/P0, a1 = k0

3. m依次增加;计算Pm = Pm−1 + δm−1km−1,
~rm = (r(1), r(2), . . . , r(M))τ ,
δm = ~rm+1

B ~am,
km = −δm/Pm,

~am+1 =

[
~am
0

]
+

[
0
~aBm

]
km；

4. 验证Pm+1 = Pm + δmkm是否满足条件

5. 输出~am, km,Pm.



Levinson算法
解决任一~dm的情形，一般称为Levinson算法；
一般的Levinson算法分解为两部分：一部分递归线性预测~am
(Levinson-Durbin 算法); 另一部分递归计算最优滤波器(系数);

1. 输入：~rm, ~dm,Py

2. 初始化：P0(c) = Py , δ0(c) = d1, k0(c) = −δ0(c)/P0(c), c1 =
k0(c)

3. Levinson-Durbin 计算：~am+1 =

[
~am
0

]
+

[
0
~aBm

]
km；

4. 计算系数：δm(c) = −~cτm~rBm + dm+1, km(c) = δm(c)/Pm(c)

~cm+1 =

[
~cm
0

]
+

[
0
~cB
m

]
km(c)；

5. 验证Pm+1(c) = Pm(c) + δm(c)km(c)是否满足条件

6. 输出 ~cm, km(c),Pm(c),~am, km,Pm.

一般可以构造特别的格式结构利用Cholesky分解直接实现算法；
R−1m = LmD−1m Lm,其中Lm由Levinson-Durbin得到的下三角系
数an,n−j矩阵，Dm = diag(P1, . . . ,Pm). 代入可直接解方程!
Schur算法：直接计算km,不计算am;

Beyond Least squares 超越最小二乘法

最小二乘与L2模

I 最小二乘法是应用最广泛的方法：

I 应用上对应简单参数大量样本的经典统计模型
方程Ac = D是over-determined: 方程数多于未知变量数；

I L2模保证整体误差小，但可能有小的波动项无法消除；

稀疏压缩与L1模

I 现代生物信息，图像，基因表示等领域发展很快；

I 应用上对应与样本复杂(参数多)但样本个数少的高维统计问
题；
方程Ac = D是under-determined: 方程数远少于未知变量
数；
希望用到的未知变量个数越少越好L0模。稀疏表示!!!

I L1模是L0模的逼近, 统计意义上证明L1最小的解对应与L0上
的最小解；
研究还在继续!

本章深入学习问题

附上相关问题以便课程期末报告选择：

I 基为4或其他的FFT变换;

I FFT的应用；

I DCT4或其他类型的DCT变换；

I JPEG的DCT算法简介；

I 简单小波(B样条)的例子和应用；

I JPEG2000的DWT算法简介；

I 图像降噪的小波方法；
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